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Topological Properties of the Solutions of Duffing's Equation
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Doubly Asymptotic Solutions of Duffing's Equation
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Homoclinic points in nondissipative systems
Homoclinic points in dissipative systems
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・,R2+1.Sinceth・ ・ight-hand・id・ ・fEq・.(・.3)h・ ・p・ ・i・d2。,・heeq。 。・i。n
itselfisthesameatt=Oandt=2Tr.Thenweobtainfromthesolutionsof
Eq・ ・(1・3)・t。P・1。gi・alm・pPi・gT・ ・f・ll・w・ ・L・tPO(・0・yO)b・an・ ・bit・a・y
3P・i・t・fth・xyp1・n・ ・and・(t)・x〔t;・0・yO)・y(t)・y(t;・0・yO)bethesolu'








1.冊+n・ 押 ・Tn・Tn・ ♂f・ranyi・t・g・r・m・nd・,
2.T-1i、th,inv。 。、em。pPi。g。fT,
3。Tishomeomorphismwhichpreservestheorientation.
If…1uti・ ・x(t〕=x(t;・0・yO)'y(t)=y(t;・0・yO)h・ ・p・ ・i・d2・ ・th・n
th・p・i・tPO〔 ・0・yO〕i・afi・ ・dp・i・t。fth・m・pPi・gT・u・hth・t .PO=T〔PO)・
Ifx〔t〕,y(t〕isasubharmonicsolutionoforderv(v=2,3,...),i。e.,a
・・1・ti。nwithlea・tp・ ・i・d2…th・nPOi・ap・i・twithp・ ・i。d・ ・u・hth・t
・。 ・Tv(・ 。)・ ・d・ 。 ≠Tv曹(・ 。)f・ ・ ・ …,・,…,・ 一 ・.H・nceth…a・ ・a…y・
・p・i…P。 ・ ・、 ・T(・ 。),…,・










4・(t).y〔t)d…t・th・ ・・…i・n・fEq・ ・ 〔・・3)・・P。 ・h・nt・0・L・taneighbo「-
h・・dU。 ・fP。 ・hi・hh・・a・a・ea・(・ 。〕i・carri・dbyTi…an・ighb・ ・hoodUlof




















・exp/〔 濃f(・ …y)・ 母9(・ ・ …)〕d・(・ ・6)
O
Th・・theelement・fa「eadxOdyOi・car・i・dbyTi・t・ △ 〔2・)d・OdyO・
N・w1・tPO(・0・yO)b・afi・ ・dp。i・tund・ ・Tand・ ・n・id・・th・m・pP美 ・gTi・
theneighb・ 「h・・d・fth・fix・dp・i・tPO・L・t・0〔t)・yO〔t)d・n・t・the -s。1・ti・n
・fEq・ ・(1・3)・tPOwh・nt=0・If・p・i・tP(・0+uO・yO+vO)i・m・pP・dbyT


































andU・Vandth・i・p・ ・ti・1d・ ・ivati・…ith…pectt・ μ0・ ・d・Ovani・hatuO=
ThereforebyEqs.(1.8〕andE(1。 〔1.6)itfollowsthatv=0.O
a(・1・y1)3(・1'・1)
・(・。,y。 〕=・(・ 。,・ 。)=ad'bc
2π
・exp/〔濃f(・…(・) ・y・(・))・毒9〔 ・…(囑(・))〕d・(・ ・9)
0







ξ1(2・〕 一 λ ξ2(2π)
=0(1.11)
n1(2・)η2(2π)一 λ
・ti・w…h・ ・nti・ni・gth・tξi(t)・ ・i〔t)f・ ・i・1・2・ ・i・・idewiththe
fund㎝ ・nt・1・et・f・ ・1・ti・n・ ・fth・vari・ti。 ・・1・y・t・m・fEq・ ・ 〔1・3〕f・ ・xO〔t)・
yo(t):
蓑 ・ 〔3a。f(t・・0(t).y。(・〕)〕ξ ・ 〔母f〔 … 。〔・)・y。(・)))・
(1.12)





・・i・・a・6m・pPi・gT.th・ti・,・ ・assig…eachp・i・tP。avect。 ・ 亨 、di・ect・d
f・・mPOt・wa・dandt・rminati・gi・T〔PO)=P1・ClearlyPOi・afix・dpointof







7P・i…fT・Th・n㎜b…f・ ・v・…i。 ・・m・d・bγ 前 ・・P。 ・・ace・・u・Cmu・tb・
・ni・t・g・r・incePO・ ・turn・t・itsst・ ・ti・gP。 ・iti・n・Thi・i・t・g・ ・i・called
theindexofthecurveCandisdenotedbyτ(C).Thisindex1(C〕doesnot
changeasCvariescontinuouslywithoutcrossingfixedpoints。Letafixed
P。i・tPObeen・1・ ・edby・ ・m・11・i・ ・1ec・nt・i・i・g・ ・fixedp。i・t・ithexception
ofPitself.ThentheindexofthecircumferenceofthiscircleiscalledtheO
i・d・x・fpO・1・thi・d・fi・iti・nthecircumf…ncemayb・ ・eplacedbyanyothe「
・i・p・ec…ed・u・vec・n・ ・i・i・gi・it・i・t・ri・ ・th・fi・ ・dp・i・ ・POb・ ・ …th・ ・
fix・dp・i・t・ ・W・w・it・ ・(PO)f・rth・i・d・x・fth・fi・ ・dp・i・tPO・







C・mp・・t・・y・t・b・ ・iflλ 、1・ ・andlλ21・ ・
C・mp・・t・・yun・t・b1・iflλ 、1・ ・andlλ2・1・ ・
Di「ectlyunstableifO<λ1qく λ2
1nve「・elyun・tableifλ1く 一1く λ2く0・

























by,・ ・ 」 ・ ・… … ・ …heca・e・f・-P・ ・i。di・p・i…w・d・n・t・Sい ・ ・,2,
… ・ …h・ ・i・ ・T(Sl)・Sと.、(・ ・di・ ・〕・ ・f・h・ ・eexi・t。 ・h…-peri。di・
P・i・…f・h・ ・am・t迎 ・・ …ay・h・tSと ・i・ …,…,・ ・i・a・-P・ ・i。di・g・ ・up
and・ ・w・i・ ・th・j-th・-P・ ・i・di・g・ 。・pby]Sい …2,…,・,
・(JsY




L・tP。(・ 。・y。)b・ana・bi・ ・a・yp・i・ ・i・ ・h・xyplan・and・(t〕=x(t;…y・)・
y(・〕 ・y(t3・0・yO)bea・ ・1・ti・n・fEq・ ・(1・3)・ithi・iti・1…diti・nx(0)=xO・
y(・)・y。 ・W・ ・h・…ay・f・ …w‡ ・gN・L・vi…n[19]andJ・L・Masse「a[21Lthat
system〔1.3)isdissipative,orD-system,ifthereexistanr>0,andaninteger
n>0・u・hth・tth…1・ti・nx(t)・x(t;・0・yO)'y(t)=y〔t3・0・yO〕 ・atisfies









wec・n・id・ ・a・implec1・ ・ed・u・v・CO・ ・hi・hissuffi・i・ntly・em・t・f・ ・mth・
originandcontainstheorigininitsinterior,itfollowsthatunderiterations
・fT・11P・i・t・exteri・ ・t・COa「et・an・f・rm・di・tQi・t・ ・i・・p・i・t・ ・M・ ・e・v・・
ifTn〔C。)b・d・n…dbyC
。・i・f・ ・・…th・ ・C、 ⊂C。 ・Th・ ・C。.、⊂C。,…,2,
● ● ● ●









Infact・ifk>0・ ・1>0・and・3>0・iti・ea・ilyp・ ・v・dth・tEq・ ・ 〔1・13)has
alimitcycle。ComparingthevectorfielddefinedbyEqs.(1.2)withthatdefined
byEqs.〔1.13),wegettheaboveassertion.
L・t・ ・c。 ・・id・・a・1・ ・ed・et△0・h・ ・eb。und・ ・yi・th・ ・implec1・ ・ed・u・v・
C。d・ ・c・ib・d・b・v・ …tTn(・ 。)・ △
。,・ …2・ ・…Th・nwecand・finea・et
　















































































T(ζ+)⊂ ζ+,T-1(ζ 一)⊂ ζ囎,ζ+∩ ζ㌔D　 　
whereζandζarenottangentatD.FollowingH.Poincar6[29]andG.D.




ζ+・ ζ1Uζ;U・ ・ ζ1∩ ζ;・ φ




エ・i・c・ ・a・・h・T(ζ1)⊂ ζ1,T聯1(ζ1)⊂ζ王f・・i・ ・…Iti・w…h・i・ec・n-
siderthefollowingqualitativeproperties;thereabutatDfourinvariant










































正4]・nd・・m…g・n・ ・a・ ・i・…i・n・L・tDい ・ ・・ ・・ ・・・…b・directly…t・b1・
n-P・・i・di・p・i・tand・ ・t・k(D?
■)and・k〔 ・呈)・k・ ・…i・1・2・ … …b・ ω一





・ ・ ω、。。2〔D平■〕∩ ・、。。、(・1)
forsomei,j(i≠j,1<iくn,1くjくn).
Forconvenience,1etussaythatthehomoclinicpointsoftheformertypeare














h。t。r。、・i。i。p。i。t・ ・・・・・…d・ithlDand2D.Th。nbyd。fi。i・i。n。n。 。fω 一
1.b
ranches(orα 一branches)ofD■ntersectsatHwithoneofα 一branches(orω 一
b・an・h・・)・f2D.エf・ 、(1D),・hi・hi・ ・n・ ・fω 一bran・h…f'D,i・ ・…ect・atH
15
・i・h・ 、〔2D),・hi・hi・ ・n・ ・f・-b・an・h…f2D,wesh・ …ay・h・ ・1Disch・i・ ・d
・・2D・nd・ ・…cs2D・ 、(2D〕HandH・ 、〔1D)1D・hi・h・ ・ec・nnect・d・ ・H・ ・eatran-
,i・i…h。i。f。 。m2D・ 。1Dth。 。ughH(、eeFig.・.2).N。 ・。th。tth・a・ ・e・ti・n
・h・・IDisch。i。 。d・ 。2Dd。e,n。 ・i。p・i。,th。 ・2Di,ch。i・ ・d・ 。1D,・flDi・
。h。i。。dt。2D。nd2Di,a、 、。 。h。i。。d,。1D,,h。tran,i,i。n。h。i。,f。 。m2D・ 。1D
andf・ ・m1D・ ・2D・i・ ・b・ ・aid・ ・f・rmacy・1・.…epreci・e・y,・ ・tH、 ・ α、〔2D)
∩ ・、〔1D)andH2・ α、〔1D)∩ ・、(2D)b・t・ ・h・t・・…i・i・p・i・tsc・rr・ ・…d・i・h
'D
and2D,and・ ・t2D・ 、(2D)H、andH、 ・、〔1D)1Db・th・tra・ ・i・i・n・h・i・f・ ・m2D・ ・
1D
and1D・ 、 〔1D)・、 ・ndH2・ 、(2D〕2Db・th・t・an・i・i…h・i・f…1D・ ・2D,・h・n
・h・t・ ・fi・ ・dp・i…1Dand2Dhav・a・y…p・ ・p・rty・i・h・ ・y…2D・ 、(2D)・、
・、 〔1D〕1D・、(1D)H2・2(2D)2D,・r・imp・ γ2DH、'DH22D〔seeFig.・.3〕 ・M…g・n・ ・a・・y,
・・t1D,2D,_,nDb。di。ect・yun,t。b・ 。fi.。dp。i。 ・,.Wesh。 ・・ 。a…h。t1D,
2D
,…,nDf・rma・y…if・ 、。r2(1D〕∩ ・、。r、〔2D〕≠ φ,・ 、。。、〔2D)∩ ・、。。2〔3D)≠ φ,
…,・ 、。。、(nD)∩ ・、
。。2(1D)≠ φ・N・ticeth…direct・yun・t・b・ ・fi・ ・dp・i・・
withahomoclinicpointhasalwaysacyclewhichwillbecalledhomocliniccycle.
Wenowsummarizesomepropertiesofdoublyasymptoticpointsandω 一andα 一







































































Case1 2 0 1
Case2 1 1 1









































































































































































































Case1 3 0 2
Case2 2 1 2
Case3 1 2 2


































































































































ApPly・ev・ ・alit・ ・ati。n・ ・fth・P・in・a・ εm・pPi・gTt。thi・cu・v・CO・
T(CO)呂CpT〔C1)=C2・ ・…T〔C
m.1〕=Cm-Aft・ 「 ・・me「epetitions
・fthi・p・ 。cessth・a・ ・a・fi・t・ ・i・・d・m・i・ ・fC
mwhi・h・ ・n七・i・・th・
maximuminvariantset△isnowproperlysma11.













































































































































F・11・・i・gth・p・ ・ced…d・ ・c・ib・di・Sec・2・2… 。bt・inalimit・y・1・CO・f
Eq・・(2・7〕 ・and・bt・i・th・ ・uccessi・・i・ ・gesT(CO)=CpT(C1)・C2・Aft・ ・
・hi・p・ 。ced…w・fi・d…c・mp・ ・t・・y・t・b・ ・fi・ ・dp。i・ ・1S,2S。 。d。direct・y
unstab1・fixedp・intD・Figu「 ・2・5・h。 ・・th・1i・it・y・1・CO・it・i・ ・gesC1・nd
C2,・hreefi・ ・dp・i…1S,2SandD,andα 一b・an・hes・f・h・p・i・ ・D.Fρ ・ ・h・
ω一branchesofDwesettheinveτsetimeequation(2.1)andweobtainthese
branches。Thenwefindthecompletephaseportraitforthesystem⊂2.6〕under







th・directlyun・t・b1・fi・ ・dp。i・tDi・ ・h・職by・D(t)andth・p・ ・i・dicsolutions



































































































































































































































































































































































































一2 一1 0 1

















































































































































































P・i・t…aybran・h・dfi・ ・dp・i・t…ft・ ・thecriti・alvalu・ ・fB=Bb・The
passag・ ・fBth・ ・ughit・criticalva1・ ・Bbi・il1・ ・trat・di・Fig・3・1〔b)・In



























































































































































・hi・hB=0)'andm・vest・wardA1・Wh・nitreach・ ・A1・an・th・ ・fi・ ・dp・i・t・p-
P・a・atA3・i・e・ ・SD-9・n・ ・ati・n・ccu…With・furth・ ・inc・ ・a・ei・B・three
fi・・dp・i・t・apP・a・ ・m・vi・gf・ ・mAlt・A2・f・ ・mA3t・A2・andf・ ・mA3t・A4・
















C-b「anchp・ ・ceedt・B7andC7・ …pecti・ ・lyメTh・nthe・ubdi・i・i・n・fth・t・ ・
branchesoccurssimultaneouslyatthosepoints,i.e.,S工 一branchingoccurs.







































































































































































































































































































X y λ1・,λ2 Classification
D 5-harmonic 2.4493 0.3750 1,166,0,458 Directlyunstable
11 ・ 2-harmonic 2.7130 1.2398 一1.146,-0.465 Inveτselyunstable
21
2-harmonic 1.7131 一〇.3496 一1.工46,-0.465 Inveτselyunstable
1S2
1


















































































































































































































































…3・27… き ・ …28・ ・i・き
一 〇 .3455cost+0.0523sint
・ ・…46… き 一 ・…8・ ・i・き
一 〇.0044cos2t-0.0052sin2t












X y λ1・ λ2 Classification
.
D Harmonic 一〇 .9389 0.4281 3,481,0,153 Directlyunstable
1S
Harmonic 一〇.2737 0.0266 一〇.386士0.647i Completelystable
2S













1/2-harmonic一〇 .5309 0.2283 3,271,0,099 Directlyunstable
22D
2
1/2-harmonic一〇.2579 一〇.0981 3,271,0,099 Directlyunstable
12S
1
1/2-haでmonic 0.0961 0.0737 一〇.391±0.412i Completelystable
12S
2
1/2-harmonic一〇.6616 0.0364 一〇.391土0.412i Completelystable
22S
l
1/2-harmonic一〇 .5063 0.2578 一〇.391士0.412i Completelystable
22S
2





































・b・e・v・d・・・・ …t・nce,j・1・ ・Fig・ ・・…hangesi…j・li・ ・ig・・・…1・
thiscaseitmayapPearinverselyunstablev-periodicpoints〔v=4,8,16,...),
i.e.,S工 一branchingmayproceedsuccessively.Moreover,simplehomoclinic



















-・ ・376・… き ・ ・.・3・4・nき
+1.1316cost+0。1233sint



















































































































































































































































Fig…3・13・h。 ・・th…gi・n・i・BBOPlan・i・whi・hha・m・ ・i・ ・1/2-andl/4-





























X y λPλ2 Classification
・
D Harmonic 一〇.7032 0.8532 2,144,0,249 Directlyunstable
1S
Harlnonic一〇.1511 0.0155 0.313士0.660i Completelystab!e
2S
Harmonic 0.6547 0.9869 0.383±0.622i Completelystable
D31 1/3-harmonic0.0510 0.0675 4,911,0,031 Directlyunstable
D32 1/3-harmonic一〇.ユ497 一〇.0628 4,911,0,031 Directlyunstable









S33 1/3-harmonic一〇 .4167 0.1348 一〇.369亡0.126i Completeユystable
.
・h・p…tD・Theα 一b・an・h…fDl(…,・,・ 〕 ・nd…h・m・pP・ ・gT3…a…
































































¢・・ 多 一 ・…4・ ・i・象

























































































X y λ1・ λ2 Classification
S Harmonic 1.6889 0.3530 一〇.209士0.700i Completelystable
D31 5/3-harmonic1.8648 一〇.5214 2,292,0,066 Directlyunstable
D32 5/3-harmonic1.1673 1.5815 2,292,0,066 Directlyunstable
D33 5/3-harmonic1.4919 一〇 .4211 2,292,0,066 Directlyunstable
S31 5/3-harmonic2.0966 0.4839 一〇 .147士0.361i Comp!etely『stable
S32 5/3-harmonic0.2472ll .3564 一〇 .147士0.36!i COmpletelystable
































































































































































































































































2-harmonic 2.8567 LO652 一1.614,-0.330 Inverse1>runstable
21
2-harmonic 1.9353 一〇.2828 一1,614,-0.330 Inverselyunstable
D31
,
7/3-harmonic1.7254 4.4215 7,678,0,020 Directlyunstab!e





1.0987 0.0251 7,678,0,020 Directlyullstable
3S
l
7/3-harmonic2.3088 4.7863 一〇.322士0.219i Completelystable
S32 7/3-harmonic1.88∬ 一3.0752 一〇.322士0.219i Completelystable












































































































































































































































































































































































































































































































































一1 o 1 2
x-→






























































































































































































































































































































































































































































































































































P。i。t、D.C・ 。、ed。u。vesu_ndi。g・h。p。i。 ・2Si,inva。iantund。rT.Many、 。。h
、。。vesar。 。bse。v。di。 ・1、e。。ighb。rh。。d。f2S.Th。,ecu。vesm。y_。,p。nd・ 。
・h。a・ 。。,tp。 。i。di。p。i。 ・,。fT.・ 。 ・hec。 。・。。。y,。 。。und・h・fi・ ・dp。i・ ・1S,・h・
situationisconsiderablydifferent.ThisisshowninFig.4.3.Inthisfigure


























Fig・4…hang・ ・i…j・1・ ・Fig・ ・.・・ …hi・ca・e,・uccessi・ ・mu・・ip・ica・i・n
oftheperiodicpoints,i.e.,SI-branchingoccurs;thus,thoughnotshownin
・h・fig・ ・e,・a・hj・IP・ ・duce・ap・i・ ・fp・ ・i・di・p・i・ …f・h…d・r・,and・ ・









2・ ・…lnthispa「ti・u1…x㎝pl・th・p・i・tOi・i11・ ・t・at・d・器 一pe「iodic
point・Nowweconsiderapointintheneighborhoodofheteroclinicpoints.
Figure4・5(b)・h…th・invarian-v・ ・w・・h…pectt・ ・,2Dland2D;,・h…
・h・inva・i・…u・v・ ・f・r2Dl〔i・ ・,・)…i・ …t・a・ ・db・fi…i・ ・・…an
example・1etcon・id・ ・h・t・r・cli・i・p・i・t・K1・1く2and・ ・y・1・Kl・1(D〕D・1(D)K2





T3.★A。 。xamp・。isskech。di。Fig.4.5(。).・ 。 ・hi,fig。 。。if。 。 、t。。・ 。
horseshoelikedomainΣsurroundedbyarcsPQ,QR,RsandsP,wegettheimage
T3(・)・u・r・und・dbyar・ ・P3Q,.Q、R、,・ 、s3and・ 、P3,・h・ ・h・ ・・…ect・th・d・ ・…


















































































































































・6・eeth・tan・-b・an。h。fユDi。,。 。、ect,anω.b。an。h。f2D(。r3D) .Th。 。。f。。。,


























































・4-P・・i・di・p・i・・・ …h・ ・th・・hand,f・r・h・p・i・ ・D,・1,・ 、 ・ndK、,・ 、・、(・1)
・1・、(・1)・、・、(・)・、(・)・
、f… ・ah・t…c・i・ ・ccy….Ap・i…i・ ・h・n・ighb・・-
h。odofth・p・i・tKlissuccessi・ ・ly・ ・pP・dt・p・i・t・1・2・ … ・ ・h…th・p・i・t
Oisindicatedasa13-periodicpointinthefigure.
工tistobenotedthatalthoughthisexamplehasmanyperiodicpoints,
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